
１　はじめに

Euler関数 に対して、 １（x）＝ （x）として k（x）＝

（ k－１（x））（k＞１）を考えると、x＞１のとき、 （x）

＜ xであるから、すべての x＞１に対して k（x）＝１と

なるような最小の k が必ず存在する。この k の性質につ

いては、これまでPilali（1929），Shapiro（1943, 1983），

Murányi（1960）等によって k が（不完全な）対数性を

有することが示され、その後、数多くの研究がなされ、

現在ではこの k に修正を施すことによって（この、k を

以下L（x）と記す）完全対数的であることも分かってい

る＊１。

本論文では、Euler関数の導来対数関数L（x）の諸性質

やその拡張性について述べ、著者等が提出している
L（x）に関するabc予想がprimitive -triple以外でも適当

な条件の下で成立することを注意し、予想の検証につい

ても言及する。

２　L（x）に関する諸性質

２．１　L（x）の完全対数性と評価

定義１．（山下 1971）Lを自然数 n に対して、次のよう

に定義し、Euler関数（の）導来対数関数という。

　　　　　　　０　　　　（n＝１）

　L（n）＝　L（ （n））　　 （n：奇数＞１）

　　　　　 L（ （n））＋１（n：偶数）

このとき、

命題２．任意の自然数 x , y について、Lは完全対数的

である。すなわち

　L（xy）＝L（x）＋L（y）

が成立する。

このことから、Lについて、以下の簡単な評価が得ら

れる。

命題３．L（x）＝ n であれば

　２n≤ x≤３n

である。

これから直ちに

系４．

（Ｅ１）x≤２n　であれば　L（x）≤ n　である。

（Ｅ２）x≥３n　であれば　L（x）≥ n　である。

系５．x が偶数であり、L（x）＝ n であれば

　x≤２・３n－１

である。

系６．x が偶数であり、x ＞２・３n－１であれば

　　L（x）＞ n

である。

等が得られ、次の評価式も得られる。

命題７．

（Ｅ３）log３２（min（L（x），L（y））＋１）≤L（x＋y）

　　　　　　　　　≤ log２３（max（L（x），L（y））＋１）

（Ｅ４） L（x−y）≤ log２３ max（L（x），L（y））

注意：log２３＝1.58496250 · · · , log３２＝0.63092975 · · ·

このLについては、Euler関数 を拡張した形で、我々

は次の定理も得ている。

定理８．（宮田-山下 2001, 2004）　Pを素数の集合とし、
f ：P → Nを１≤f（p）＜ p ∈ P であるような関数とし、

　 ，
＝１

（ ）＝ ＝（   ）
１ ２

１ ２

そして

　
（１） ＝ ０

（１） （　） ＝ （　） { 　　　　　　   }.（　　　　）＋ －１







＊１　山下は高校時代の1971年12月23日（unpubulished）に
彼らとは異なる定義による kが完全対数的であることを示して
いた。その後、1977年に内山氏との往復書簡（山下-内山，内
山-山下 1977）で、Pillai（1929），Shapiro（1943），Murányi

（1960）の仕事を初めて知ったが、この時点では完全対数的
な事実は学界では知られておらず、1983年初版のShapiro の
教科書（1983）でも完全対数的でなく、完全対数的にでき
ることが学界で知られるようになったのはPrasad 等（1987）
の注意による。
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とすれば、

　 （　）＋ （　） （    　）＝ 

が成り立つ。

上記定理の fは、f によるEuler関数の一般化となる。

また、この定理の記号に従えばL（x）＝L f （x） である。

２．２　L（x）の拡張性について

自然数上に定義されたLは、L（−１）＝０, L（−x）＝
L（x）によって自然に整数Z\{０}上に拡張できる。L（０）

については、L（０）＝∞とでも定義しておけば、Z

上での定義となる。したがって、 に対して、

＝⎛　⎞
⎝　⎠ （  ）－  （  ） とすれば、Q への自然な拡張と

なる。すなわち

命題９．定義１におけるLは有理数Q上に自然に拡張

され、命題２の性質も引き継がれる。

が成立している。

この Lは（Euler関数 の世界を離れてしまうが）命

題２の性質を保ったままで、実数RやQに －１を付加

した数体Q［ －１］、複素数Cに拡張できるであろうか。

命題２の性質を仮定した上で計算をしてみよう。

無理数でいくつか計算をしてみると、

　

・

・

・

・

⎛　  ⎞
⎝　  ⎠（　２）＝

（２　）＝

（２ ）＝　  （２）＝

２（２）＝　２

（　　  ）＝

（２）＝＝２ ２
１

２
１

（２）＝－＝－ ２
１

２
１

１/２

⎛　    ⎞
⎝　    ⎠２－１/２

２

２
１

この様子を観察すると、LがR上でもwell-def inedで

あるためには、値域としては少なくともRでなければ

ならない。

また、続けてC上でも観察をしてみよう。

⎛　  ⎞
⎝　  ⎠

２
－１ ⎛　  ⎞

⎝　  ⎠
２

＝　　　　　 ＋ （　　　）とすれば

　　nL（ω） ＝L（ωn）＝L（１）＝０ より L（ω）＝０

また、ζ＝cos + －１sin ） とし、 を ＝２

となるようにとれば

　 L（ζ）＝L（ζ ）＝L（１）＝０ より L（ζ）＝０

すると、複素平面での単位円周上の点wについて
L（w） ＝０となり、任意のCの元 zについては z ＝¦z¦w 

の形をしていることから

　L（z）＝L（¦z¦w） ＝L（¦z¦）＋L（w）＝L（¦z¦）

を得る。

しかし、LがQからRへRからR（超越数の扱いを含

め）well-definedに接続／拡張できるかどうかについて

は課題として残る。

３　導来対数関数Lについてのabc予想

３．１　Lについてのabc予想について

このLに関して、我々はEuler関数の導来対数関数L

に関するabc予想（L版abc予想）を提出している。

予想．（Yamashita-Miyata 2015）
a, b, cが互いに素な自然数でa＋b＝cを満たすとき

　max{L（a），L（b），L（c）}＜２・L（rad （abc））

が成り立つ。

この予想については、計算機実験によって c＜２30

までについては正しいことを確認し（宮田-山下 2017）、

また次の結果も得ている。

定理10．（Yamashita-Miyata 2015）a, b, cが互いに素な

自然数でa＋ b＝ c , （a）＋ （b）＝ （c）を満たすとき

　max{L（a），L（b），L（c）}＜２・L（rad （abc））

が成立する。

この定理10の条件、 （a）＋ （b）＝ （c）の条件が成

立する（a, b, c）をprimitive -tripleと呼ぶが（宮田-山

下 2017）、primitive -tripleの成立状況については、山

下-宮田が議論し、無限に多く存在すると予想され、cの

偶奇によって、primitive -tripleの存在確率が大きく

異なることもわかっている（山下-宮田 2017）。

３．２　primitive -triple以外の場合

定理10ではprimitive -tripleの場合に我々の予想が

正しいことについて主張した（Yamashita-Miyata 2015）

が、primitive -tripleでない場合はどうであろうか。

互いに素なp ,  qで

　 ＝ （　）＋　（　）
（　）

であるとしよう。このとき、次の定理が成立する。

定理11．a, b, cが互いに素な自然数で a＋ b＝ c＞２を

満たすとき、次の条件（＊）が成立していれば

　　（＊）max（L（p），L（q））≤（２−log２３）L（rad （abc））

　　　max{L（a），L（b），L（c）}＜２・L（rad（abc））

が成立する。

証明．a＋b＝cとp （a）＋p （b）＝q （c）を連立させて

　 ⎛　　　　　　 ⎞
⎝　　　　　　 ⎠

⎛　　　　　　 ⎞
⎝　　　　　　 ⎠－ ＝ －（ ） （ ） （ ） （ ）

を得る。ここで
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　 ＝０－（ ） （ ） 

とすると

　aq （c）＝cp （a）＝（a＋b）（a）

一方、q （c）＝p （a）＋p （b）より

　（＃１）　a （b）＝b （a）

となるが、（a, b）＝１よりa¦ （a）が必要となり、a＝１

でなければならない。ところが、a＝１であれば（＃１）

より、 （b）＝b、よってb＝１となり、２＜c＝a＋b＝

１＋１＝２に矛盾する。よって

　 ≠０－（ ） （ ） 

である。これより

　

（ ） （ ）

（ ）

（　 ）

（　 ）

（　 ）

（　 ）

（　 ）

（　 ）

（ ）

（ ） （ ）

（ ） （ ）

（ ） （ ）

（ ） （ ）

＝

＝

＝

－

－

－

－

－

－

⎛　　　　 　　⎞
⎝　 　　　　　⎠
⎛　　　　 　　⎞
⎝　 　　　　　⎠

⎛　　　　 　 ⎞
⎝　 　　　　 ⎠
⎛　　　　 　 ⎞
⎝　 　　　　 ⎠

⎛　　　　 　⎞
⎝　 　　　　⎠
⎛　　　　 　 ⎞
⎝　 　　　　 ⎠

ここで、k＝a, b, cとして

　 （ ）
（　 ）

であることに注意すれば、（以下、rad （abc） をrad＊で

表記する。）

　
（ ） （ ）

－＊ ＊⎛　　　　⎞
⎝　　　　⎠

⎛　　　　⎞
⎝　　　　⎠

である。したがって

　
（ ）

（ ）
（ ）

－＊ ＊⎛　　　　⎞
⎝　　　　⎠

⎛　　　　　　　　　　　　 ⎞
⎝　　　　　　　　　　　　 ⎠

⎛　　　　⎞
⎝　　　　⎠

ここで、Lの定義域をQに拡大し、k＝a, b, cで

　 （ ）
＝

－１ （　：偶数）
０　  （　：奇数）

⎛　　　⎞
⎝　　　⎠








に注意し、命題７（Ｅ４）を用いれば上式の右辺は

　
（ ） （ ）

－＊ ＊⎛　　　　⎞
⎝　　　　⎠

⎛　　　　　　　　　　　　 ⎞
⎝　　　　　　　　　　　　 ⎠

⎛　　　　⎞
⎝　　　　⎠

簡単のため、
（ ）

＝＊ （ ）  （  ＝　,　,  ）と記すと

　

⎛⎛　　　　 ⎞　　　　　　　　　　　　  ⎞
⎝⎝　　　　 ⎠　　　　　　　　　　　　  ⎠

⎛⎛　　　　 ⎞　　　　　　　 ⎞
⎝⎝　　　　 ⎠　　　　　　　 ⎠

（ ）
２ －１

２ －１

＝２（　  ＊）＝２（　  （　 ））

（　（　（ ）），（　（ ）））

（　  ＊）＋　　（　（  （ ）），（　（ ）））

（　  ＊）＋　（　  ＊）

２３・

２３
２３

２３
２３

primitive -tripleの場合は、L（p）＝L（q）＝L（１）＝０

であることから、定理11の条件を満足し、系として得ら

れることがわかる。

系12．（定理10）primitive -tripleであれば、

　　max{ L（a），L（b），L（c）}＜２・L（rad （abc））

が成立する。

４　予想の検証について

４．１　c≤N＝1010での検証の困難さ

我々の予想については、計算機実験によって c＜２30ま

でについて予想が正しいことを確認しているが（宮田-

山下 2017）、c≥２30以上については一般的なパソコン環

境では困難である。

一般にxに対して （x）を求める問題はRSA-Problem

と呼ばれ、― （x）が簡単に求められればRSA公開鍵暗

号問題は終了する―非常な難問とされている。
L（x）を計算するには （x）を繰り返し計算する必要が

あるので、L（x）を求めることはRSA-Problem以上の困

難さを伴う。

一方、x≤NとなるすべてのxについてL（x）を求める

なら、時間計算量O（N log logN）でできることがわかっ

ている（宮田-山下 2016）。この方法を使えば１個あた

りO（log logN） でL（x）を求めることができる。

しかしながら、その方法ではO（N）の記憶領域が必要

でありN＝10 ９のときに４GBのメモリが必要となる。

同じ方法でN＝1010を実行するには（扱う整数が32bit 

を超えるので、64bit 整数型を使った場合）80GBのメモ

リが必要となり、一般的なPCでは実行不可能である。

以下、（１, b, c）に対し、c≤N＝1010での検証を行い、

検証結果は表１に示す。表中のq（１, b, c） は（１, b, c） 

の質と呼ぶ。

　
（ ）

（     （  ） ）
（１,  ,   ）＝

を表し、検証環境は次の通りである。

• PC：Acer Veriton X4620G

• OS：Windows 8.1 Pro

• CPU：Intel Core i5-3340 CPU（3.10GHz）
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• RAM：12.0GB

• Language：Java 9.0.1（64-bit）Java（TM）SE De-

veloment Kit 9.0.1（64-bit）

• Software：Eclipse

実行時間：36分54秒

４．２　（１, b, c）に対するc＜1010での検証

４．２．１　memoization

（１, b, c）での検証では宮田-山下（2016）の方法を

使って、x≤10 ８について、L（x）およびL（rad（x））を予

め計算し、必要なときに参照できるようにmemoization

（メモ化）した。これに必要な記憶領域は約800MBであ

る。
x＞10 ８でL（x）を求めるときは、試割による素因数分

解を行い （x）を求め、10 ８より小さくなった時点でメ

モを参照できるようにし、x＞10 ８のときには、なるだ

けL（x）を評価しないこととした。

４．２．２　c の最大素因数を求める

検証アルゴリズムでは、S＝10 ６として、1010を大きさ
Sの区間に分割して計算を行った。

例えば k番目の区間では、c＝kS＋１, kS＋２, . . . , （k＋１）
Sについて計算を行うが、segmented sieveというアルゴ

リズムを用いて、各 cの最大の素因数を求めた。

この計算量はS≤ Nなら、O（S logN）で済む（i.e.,

１個あたりO（logN））。また、記憶領域はO（S）である

（実際には16Sバイト＝16MB必要）。
cの最大の素因数をp, c＝xpとする。もしp＜10 ８であ

ればL（c）とL（rad（c）） は高速に計算できる。

なぜなら、p＞100ならx＜10 ８なので、L（c）＝L（x）

＋L（ p）でL（x）もL（ p）もメモを参照するだけですむ。

一方p＞100なら、cは100未満の小さな素数の積だけ

でできているので高速に素因数分解できる。

４．３　（１, b, c）-tripleの判定

定義13．１＋b＝ c のとき

　
（ ） 1.25（　　（　 ））

を満たす自然数（１, b, c）の組を（１, b, c）-tripleと呼ぶ。

本検証では、各cについて、

　
（ ） 1.25（　　（  －１））＋  （　 （ ））

かどうかを判定するが、cの最大素因数をp, c−１の最

大素因数をqとして次のように判定を行う。

４．３．１　p≥10 ８のとき

もしc＝pなら、L（p）/（L（rad（c−１））＋L（p））＜１で

ある。c＝xpなら、１＜x＜100なので、

　

＜1.248

（ ）

＝１＋

１＋

２＋  （　）
（　）＋  （　）

２＋  （　）
－２＋  （　）

２＋    ３10８
－２＋    ２10２

（　　（  －１））＋  （　 （ ））

である。

したがって、この場合は（１, c−１, c）はtripleにな

らない。

４．３．２　p＜10８, q＜10８のとき

この場合は、L（c），L（rad（c）），L（ c−１），L（rad
（c−１））が高速に計算できるので、

　
（ ）

（　　（  －１））＋  （　 （ ））

を実際に計算し、1.25以上になるかどうか調べればよい。

４．３．３　p＜10８, q≥10 ８のとき
L（q）≥log３ 10８なので、まずは

　
（ ）

（　　（ ））＋１＋　 ３10８

を求めて、これが1.25以上ならtripleにはならないと判

定する。

そうでなければ、素因数分解しながら、L（ c−１）と
L（rad（c−１））を計算し、

　 1.25（ ）
（　　（  －１））＋  （　 （ ））

かどうか判定する。

ちなみに、 素因数分解してL（c−１）とL（rad（c−１））

を計算しなければならないような場合はc≤1010のうち

数百回であった。その内1.25以上になったものは０回で

あった。

４．３．４　閾値1.25の理由

検証アルゴリズムで篩った閾値を1.25にした理由は３

つある。

理由１：閾値を小さくすると、該当するtripleが多くな

りすぎるからである。また、小さいtripleには

あまり興味がないということもある。

理由２：我々の予想は
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＜２
（　　（  －１））＋  （　 （ ））

{ （　－１），（ ）}

であるが、今回の列挙は

1.25（ ）
（　　（  －１））＋  （　 （ ））

である。

もし、

２
（　　（  －１））＋  （　 （ ））

{ （　－１），（ ）}

となるcがあれば、

２　３２＞1.26（ ）
（　　（  －１））＋  （　 （ ））

となるので、必ず、今回の列挙中に含まれるこ

とになる。閾値を1.25にしておけば、予想の反

例がないことを確認することが可能である。

理由３：現実的な理由であるが、今回の検証は普通のス

ペックのパソコンで実行できる範囲としたかっ

たことから、10 ８以下をmemoizationした（10 ９

は少し高性能なパソコンでないと実行するには

無理である）。

５　まとめと今後の課題

今回の研究では、L（x）の定義域拡張性について検討し、

primitive -tripleでの結果をさらに改良し、primitive 

-triple以外でも、ある条件をさえ満足すれば我々の予

想が成立することを示した。

予想の検証という点では、（１, b, c）に的を絞り、
c≤1010に対し予想が正しいことを検証した。

今後の課題としては、予想成立の証明は勿論のこと、

一方で予想の検証も必要であり、当面はc≤NなるNを

更に上げていくことになるが、

• （１, b, c）の場合において、４．３．１節の不等式の

評価精度をあげ、篩い閾値を1.248より下げる

• 定理11の不等式条件を、検証アルゴリズムへ最適に

採用する

が挙げられよう。
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b c q（１, b, c）
2 · 37 54 · 7 1.667
19 · 5093 219 · 34 · 59 1.647
3 · 55 · 472 218 · 79 1.643
39 · 72 · 197 27 · 57 · 19 1.6
316 · 7 23 · 11 · 23 · 533 1.563
24 · 37 · 547 58 · 72 1.538
32 · 7 26 1.5
33 · 7 · 19 · 73 218 1.5
114 · 47 215 · 3 · 7 1.5
211 · 33 · 19 54 · 412 1.5
54 · 367 215 · 7 1.417
31 · 1272 25 · 56 1.417
72 · 127 · 337 221 1.4
26 · 3 · 5 · 7 · 134 · 17 2394 1.4
37 · 13 · 232 29 · 54 · 47 1.375
72 · 434 2 · 54 · 133 · 61 1.353
54 · 19 · 15541 224 · 11 1.35
313 · 1277 23 · 192 · 893 1.35
23 · 75 · 132 · 109 33 · 113 · 413 1.35
25 · 32 172 1.333
25 · 3 · 52 74 1.333
32 · 5 · 7 · 13 212 1.333
34 · 79 28 · 52 1.333
5 · 113 29 · 13 1.333
26 · 32 · 5 · 29 174 1.333
25 · 3 · 5 · 7 · 292 414 1.333
53 · 74 · 11 213 · 13 · 31 1.333
74 · 2399 210 · 32 · 54 1.333
25 · 33 · 7 · 13 · 307 176 1.333
37 · 53 · 1312 220 · 7 · 271 1.333
39 · 54 · 709 26 · 53 · 1373 1.333
26 · 310 · 331 175 · 881 1.318
72 · 712 · 223 215 · 412 1.316
214 · 8111 35 · 57 · 7 1.313
73 · 487 2 · 174 1.308
72 · 132 · 186391 226 · 23 1.304
193 · 232 · 1613 219 · 3 · 612 1.304
212 · 53 35 · 72 · 43 1.3
313 · 792 216 · 2837 1.3
37 · 11 · 192 · 31 218 · 13 · 79 1.3
32 · 73 · 194 213 · 49109 1.3
74 · 13 · 232 · 59 24 · 36 · 174 1.3

b c q（１, b, c）
5 · 1393 27 · 3 · 112 · 172 1.294
27 · 3 · 52 · 74 48012 1.294
23 · 37 · 54 · 7 132 · 6732 1.294
2 · 3 · 2813 75 · 892 1.294
3 · 157 · 33232 225 · 5 · 31 1.292
35 · 5 26 · 19 1.286
37 · 13 · 17 213 · 59 1.286
23 · 33 · 5 · 73 · 127 196 1.286
36 · 53 · 4003 217 · 112 · 23 1.286
314 · 311 215 · 5 · 7 · 1297 1.286
36 · 5 · 493291 218 · 193 1.286
210 · 3 · 52 · 43 · 1321 2574 1.28
27 · 32 · 5 · 29 · 41761 178 1.28
232 · 109 · 491 220 · 33 1.278
3 · 43 · 127 214 1.273
35 · 5 · 72 24 · 612 1.273
2 · 33 · 113 55 · 23 1.273
72 · 173 · 2143 222 · 3 · 41 1.273
473 · 53 · 109 222 · 11 · 13 1.273
19 · 373 · 937 222 · 5 · 43 1.273
53 · 712 · 2971 217 · 33 · 232 1.273
133 · 43 · 1632 27 · 57 · 251 1.273
24 · 32 · 53 · 7 · 172 · 109 2514 1.273
524287 219 1.267
3 · 73 · 113 29 · 52 · 107 1.267
34 · 37 · 79 · 173 216 · 54 1.263
38 · 7 · 937 210 · 52 · 412 1.263
3 · 5 · 7 · 113 · 317 218 · 132 1.263
24 · 32 · 7 · 11 · 132 · 79 236 1.263
36 · 173 · 71 212 · 73 · 181 1.263
33 · 52 · 73 · 5779 222 · 11 · 29 1.261
214 · 74 · 132 173 · 292 · 1609 1.261
193 22 · 5 · 73 1.25
34 · 7 · 112 210 · 67 1.25
35 · 643 2 · 57 1.25
5 · 74 · 19 28 · 34 · 11 1.25
3 · 52 · 11 · 31 · 41 220 1.25
5 · 29 · 473 29 · 35 · 112 1.25
24 · 52 · 72 · 132 · 29 38 · 114 1.25
59 · 163 24 · 33 · 23 · 1792 1.25
32 · 7 · 11 · 31 · 151 · 331 230 1.25
38 · 132 · 2311 218 · 52 · 17 · 23 1.25
22 · 54 · 173 · 211 33 · 73 · 234 1.25

表１：計算結果

Euler関数の導来対数関数L（x）のabc予想とその検証（山下・宮田・藤田）
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On the abc conjecture for a derived logarithmic function L
of the Euler function ' and its computer verification

YAMASHITA Michinori＊ , MIYATA Daisuke＊＊ , FUJITA Natsumi＊＊

＊ Faculty of Geo-environmental Science, Rissho University
＊＊ Faculty of Commerce and Economics, Chiba University of Commerce

resume:

We show some properties related to the derived logarithmic function L of the Euler function  and verify 

empirically the truth of the abc conjecture for L for all positive integers c up to 1010 in case of a = 1. The algorithm 

used in the verification effort reported in this paper is described in detail in section 4.

Key words: derived logarithmic functions L of the Euler function ，abc conjecture, computer experimenntal 

verification, primitive –triple
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